
1 Ïîäãîòîâèòåëüíûé ýòàï

Óâàæàåìûé ÷èòàòåëü! Â îòëè÷èå îò áîëåå ðàííèõ ðàáîò, â ýòîò ðàç àâòîð ñòðåìèòñÿ ïî âîçìîæíîñòè ñòðóê-

òóðèðîâàòü ìàòåðèàë, ïðàâäà, ïîêà âåñüìà íåôîðìàëüíûì îáðàçîì.

1.1 Ìåòðèêà (0.0) è "êîðîòêèå"óðàâíåíèÿ

Ìåòðèêà ØÏ (0.0) çàäàíà â ñëåäóþùåì âèäå

gij =


−eA 0 0 0

0 eB 0 0
0 0 cC 0
0 0 0 eD

 (1)

ãäå A = A(x1, x2, x3), B = B(x0, x2, x3), C = C(x0, x1, x3), D = D(x0, x1, x2). Ñèñòåìà óðàâíåíèé íà òåí-

çîð Âåéëÿ íàñ÷èòûâàåò 8 íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé, èç êîòîðûõ äâà - ñëèøêîì ãðîìîçäêèå è íå ïðèâåäåíû,

îñòàâøèåñÿ øåñòü - ñëåäóþùèå:

2D,12 − 2A,12 = A,2(A,1 − C,1) +B,2(D,1 −A,1) +D,2(C,1 −D,1) (2)

2C,13 − 2A,13 = B,3(C,1 −A,1) +A,3(A,1 −D,1) + C,3(D,1 − C,1) (3)

2B,02 − 2D,02 = B,2(C,0 −B,0) +A,2(B,0 −D,0) +D,2(D,0 − C,0) (4)

2B,03 − 2C,03 = A,3(B,0 − C,0) + C,3(C,0 −D,0) +B,3(D,0 −B,0) (5)

2A,23 − 2B,23 = C,3(A,2 −B,2) +B,3(B,2 −D,2) +A,3(D,2 −A,2) (6)

2C,01 − 2D,01 = C,1(B,0 − C,0) +A,1(C,0 −D,0) +D,1(D,0 −B,0) (7)

1.2 Èññëåäîâàíèå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé (2)-(7)

Èññëåäîâàíèå ñîâìåñòíîñòè ýòèõ óðàâíåíèé óäîáíî ïðîâåñòè ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Íà÷íåì, íàïðèìåð, ñ óðàâ-

íåíèé, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè A. Èç (2), (3), (6) íàéäåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè A,

ïðîäèôôåðåíöèðóåì èõ íóæíûì îáðàçîì è èñêëþ÷èì òðåòüè ïðîèçâîäíûå è, ïî âîçìîæíîñòè, âòîðûå (âñå

âòîðûå ïðîèçâîäíûå èñêëþ÷èòü íåâîçìîæíî, ýòî ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (2-7)). Ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ

2B,23(C,1 −D,1) +D,12(C,3 −B,3) + C,13(B,2 −D,2) = 0 (8)

B,23(C,1 −D,1) +D,12(C,3 −B,3) + 2C,13(B,2 −D,2) = 0 (9)

Èñêëþ÷àÿ, äîïóñòèì, B,23, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

D,12(B,3 − C,3) + C,13(B,2 −D,2) = 0 (10)

êîòîðîå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî x1

B,3D,2 +B,2C,3 − C,3D,2 = F 1, F 1 = F 1(x0, x2, x3) (11)

Èñêëþ÷àÿ D,12, C,13 è èíòåãðèðóÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü åùå äâå ôîðìóëû

B,3C,1 +D,1C,3 −B,3D,1 = F 2 (12)

B,2D,1 + C,1D,2 −B,2C,1 = F 3 (13)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè åùå äåâÿòü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

A,2C,1 +A,1B,2 − C,1B,2 = G0 (14)
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A,2B,0 +B,2C,0 −A,2C,0 = G1 (15)

A,1C,0 +B,0C,1 −A,1B,0 = G2 (16)

A,3D,1 +A,1B,3 −B,3D,1 = H0 (17)

A,3B,0 +B,3D,0 −A,3D,0 = H1 (18)

A,1D,0 +B,0D,1 −A,1B,0 = H3 (19)

A,3D,2 +A,2C,3 − C,3D,2 = K0 (20)

A,3C,0 + C,3D,0 −A,3D,0 = K2 (21)

A,2D,0 +D,2C,0 −A,2C,0 = K3 (22)

Èõ ìîæíî çàïèñàòü è â äðóãîé ôîðìå, íàïðèìåð, äëÿ (13) è (14) ìîæíî çàïèñàòü

(B,2 −D,2)(C,1 −D,1) = F̃ 3 (23)

(A,1 − C,1)(B,2 −A,2) = G̃0 (24)

Ýòà íîâàÿ ôîðìà îñîáåííî óäîáíà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäñòàâèòü íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ

(2-7). Òàê, ïîäñòàíîâêà (23), (24) â (2) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

A,12 − G̃0 = D,12 − F̃ 3 = h12(x1, x2) (25)

(ìíîæèòåëü 2 çäåñü áûë îïóùåí, ïîñêîëüêó F,G - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè). Â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ äåéñòâèé

ñèñòåìà (2-7) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó 12 óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ 6 íîâûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé îò äâóõ

ïåðåìåííûõ (íèæíèå èíäåêñû óêàçûâàþò, îò êàêèõ ïåðåìåííûõ ýòè ôóíêöèè çàâèñÿò)

A,23 = h23 − (A,2 −D,2)(A,3 − C,3)/2 (26)

B,23 = h23 − (B,2 −D,2)(B,3 − C,3)/2 (27)

A,13 = h13 − (A,1 −D,1)(A,3 −B,3)/2 (28)

C,13 = h13 − (C,1 −D,1)(C,3 −B,3)/2 (29)

A,12 = h12 − (A,1 − C,1)(A,2 −B,2)/2 (30)

D,12 = h12 − (D,1 − C,1)(D,2 −B,2)/2 (31)

B,02 = h02 − (B,0 − C,0)(B,2 −A,2)/2 (32)

D,02 = h02 − (D,0 − C,0)(D,2 −A,2)/2 (33)

B,03 = h03 − (B,0 −D,0)(B,3 −A,3)/2 (34)

C,03 = h03 − (C,0 −D,0)(C,3 −A,3)/2 (35)

C,01 = h01 − (C,0 −B,0)(C,1 −A,1)/2 (36)

D,01 = h01 − (D,0 −B,0)(D,1 −A,1)/2 (37)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå (2�7), íî íîâûå óðàâíåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâìåñòíû, äàëü-

íåéøåå èññëåäîâàíèå ñîâìåñòíîñòè íåâîçìîæíî. Çàìåòèì, ÷òî â íàéäåííîì âèäå ýòè óðàâíåíèÿ ïðîèíòåãðè-

ðîâàòü íåâîçìîæíî, ìåøàþò íåèçâåñòíûå ôóíêöèè hij . Åñëè áû óäàëîñü äîêàçàòü hij = 0, òî óðàâíåíèÿ

ìîæíî áûëî áû ëåãêî ïðîèíòåãðèðîâàòü.
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2 Ïîèñê ðåøåíèé ïðè hij 6= 0

2.1 Ïîëó÷åíèå âàæíîãî ñëåäñòâèÿ

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, íåðàâíîñèëüíà ñèñòåìå (2�7), à ÿâëÿåòñÿ ëèøü åå

ñëåäñòâèåì, îäíàêî, ýòè íîâûå óðàâíåíèÿ ìîæíî èíòåãðèðîâàòü è ñòðîèòü êëàññèôèêàöèþ ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì ëþáîå èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð, (36) � âûáîð èìåííî ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîèç-

âîëåí è áûë ñäåëàí àâòîðîì èç ñîîáðàæåíèé, íå ñâÿçàííûõ ñ ñîäåðæíèåì ñòàòüè. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî

óðàâíåíèå ïî x2

A,12(C,0 −B,0) +B,02(C,1 −A,1) = 0 (38)

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè â (38) âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ èç (30),(32), ïîëó÷èì

h12(C,0 −B,0) + h02(C,1 −A,1) = 0 (39)

Ñîñòàâèì ðàçíîñòü

A,12h02 −B,02h12

è, èñïîëüçóÿ (30),(32) è (39), óáåäèìñÿ, ÷òî ýòà ðàçíîñòü ðàâíà íóëþ. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, íàéäåì âñå 8

ïîäîáíûõ ñîîòíîøåíèé. Îíè îáúåäèíåíû â ñèñòåìû äëÿ óäîáñòâà

A,12h02 −B,02h12 = 0 (40)

A,12h01 − C,01h12 = 0 (41)

A,23h03 − C,03h23 = 0 (42)

A,23h02 −D,02h23 = 0 (43)

A,13h03 −B,03h13 = 0 (44)

A,13h01 −D,01h13 = 0 (45)

B,23h13 − C,13h23 = 0 (46)

B,23h12 −D,12h23 = 0 (47)

2.2 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â (40�47)

Ïðåäïîëîæèì

hij 6= 0 (48)

äëÿ âñåõ ôóíêöèé hij , òîãäà óðàâíåíèÿ (40�47) äîïóñêàþò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â ñëåäóþùåì âèäå

A,12

h12
=
B,02

h02
=
C,01

h01
= f3, (49)

A,23

h23
=
D,02

h02
=
C,03

h03
= f1, (50)

A,13

h13
=
B,03

h03
=
D,01

h01
= f2, (51)

D,12

h12
=
B,23

h23
=
C,13

h13
= f0, (52)

îòñþäà ñëåäóåò

A,12 = f3h12, A,13 = f2h13, A,23 = f1h23 (53)

3



B,02 = f3h02, B,03 = f2h03, B,23 = f0h23 (54)

C,01 = f3h01, C,03 = f1h03, C,13 = f0h13 (55)

D,01 = f2h01, D,02 = f1h02, D,12 = f0h12 (56)

Óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè íà ñîîòíîøåíèÿ (53�56) ñóòü ñëåäóþùèå

f3
′h12 = f1

′h23 = f2
′h13 (57)

f3
′h02 = f2

′h03 = f0
′h23 (58)

f3
′h01 = f1

′h03 = f0
′h13 (59)

f1
′h02 = f2

′h01 = f0
′h12 (60)

Èç óðàâíåíèé (57�60) è óñëîâèÿ (48) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ õîòÿ áû îäíîé ôóíêöèè fi
′ âëå÷åò çà ñîáîé

ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ ýòèõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ

f0
′f1

′f2
′f3

′ 6= 0 è f0
′ = f1

′ = f2
′ = f3

′ = 0

2.3 Äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ ïðè f0
′f1

′f2
′f3

′ 6= 0

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå îäíî èç óðàâíåíèé ñîâìåñòíîñòè, íàïðèìåð, (57). Â ñèëó óñëîâèÿ (48), â íåì òàêæå

ìîæíî ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå â ñëåäóþùåì âèäå

f3
′

h23
=
f1

′

h12
=

1
a2
,

f3
′

h13
=
f2

′

h12
=

1
a1
,

f1
′

h13
=
f2

′

h23
=

1
a3

(61)

a1

f1′ =
a2

f2′ =
a3

f3′ = α (62)

h12 = αf1
′f2

′, h13 = αf1
′f3

′, h23 = αf2
′f3

′ (63)

Îêîí÷àòåëüíî,

A,12 = αf1
′f2

′f3, A,13 = αf1
′f2f

′
3, A,23 = αf1f2

′f ′
3, (64)

B,02 = βf0
′f2

′f3, B,03 = βf0
′f2f

′
3, B,23 = βf0f2

′f ′
3, (65)

C,01 = γf0
′f1

′f3, C,03 = γf0
′f1f

′
3, C,13 = γf0f1

′f ′
3, (66)

D,01 = δf0
′f1

′f2, D,02 = δf0
′f1f

′
2, D,12 = δf0f1

′f ′
2. (67)

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

A = f1f2f3 + a1 + a2 + a3 (68)

B = f0f2f3 + b0 + b2 + b3 (69)

C = f0f1f3 + c0 + c1 + c3 (70)

D = f0f1f2 + d0 + d1 + d2 (71)

Êîíñòàíòû α, β, γ, δ ðàâíû èç òðåáîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñîâìåñòíîñòè è ìîãóò áûòü ïðèíÿòû ðàâíûìè

1. Îäíàêî, ïîäñòàíîâêà â (26�37) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Íàïðèìåð, ïîäñòàâëÿÿ (68) â (26) è äâàæäû

äèôôåðåíöèðóÿ ïî x0, ïîëó÷àåì

f0
′f1f3 = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
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2.4 Äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ ïðè f0
′ = f1

′ = f2
′ = f3

′ = 0

fi - êîíñòàíòû, îáîçíà÷èì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì

f0 = α, f1 = β, f2 = γ, f3 = δ (72)

Èç óðàâíåíèé (49�52) ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ òðåòüèõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé A,B,C,D,

çíà÷èò,

A = a12 + a13 + a23, B = b02 + b03 + b23, C = c01 + c03 + c13, D = d01 + d02 + d12 (73)

Óðàâíåíèå (26) ïðèíèìàåò âèä

a23,23 − h23 = −1
2
(a13,3 + a23,3 − c03,3 − c13,3)(a12,2 + a23,2 − d02,2 − d12,2) (74)

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå â íåì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

a13,3 + a23,3 − c03,3 − c13,3 = m23 → a13,13 = 0.

Ïðè δ 6= 0 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî h13 = 0, ÷òî çàïðåùåíî ïðåäïîëîæåíèåì. Ïðè δ = 0 (èëè â ñëó÷àå ðàâåíñòâà

äðóãèõ, äàæå âñåõ êîíñòàíò) ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷àåòñÿ òàêæå ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ è ñëåäóþùèì èç

ýòîãî ðàâåíñòâîì ôóíêöèé hij íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèé ïðè hij 6= 0 íåò.

5


